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2. EQUATIONS DE LA CIRCULATION OCEANIQUE

2.1 Les équations du mouvement

La formulation mathématique de la dynamique de 'océan et de l'atmosphere s'exprime
au travers des lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement, d'une équation
d'état et des lois de la thermodynamique. En coordonnées eulériennes, la vitesse u = (uj, u2,
u3) d'une particule fluide, la pression p, la densité 2, la température 7T et, le cas échéant, la
salinité S sont considérées comme des fonctions de la position r de la particule par rapport au
centre de la terre, et du temps 7.

En l'absence de source ou de puits de masse dans le fluide, la conservation de la masse

est donnée par 1'équation de continuité

a—’0+V./ou=0 2.1
ot

qui exprime que le taux de variation de la densité est compensé par une divergence du flux de
masse p u. Sauf pour l'étude des ondes acoustiques, on peut considérer 1'océan comme

incompressible, ce qui revient a imposer que la vitesse est non divergente (e.g. Gill 1982 ;

Pedlosky 1987)
V.u=0 (22)
Cette relation filtre les ondes acoustiques. Dans un systtme de coordonnées en rotation

uniforme €,

Q| =7,27107° rad/s, la conservation de la quantité de mouvement s'écrit

p(‘é_“ +2QAu)- p(g -QA(QRAr)) -+Vp = pF (2.3)
t

ou 2 - d, +u.V est la dérivée totale (ou matérielle) par rapport au temps en suivant la
I

particule fluide, g = (0, 0, -g) I'accélération de la pesanteur (g = 9,81 m/s), F la force de masse
(potentiel générateur des marées, frottements turbulents et moléculaires, ...), 2QAu
représente la force de Coriolis et QA(SQAr) la force centrifuge. Le rapport de la force
centrifuge a la force de pesanteur est tres petit et ce terme est généralement négligé.

L'eau de mer est une solution chimique complexe ou la salinité S représente la mesure
de substances solides dissoutes par unité de masse d'eau. La densité de I'eau de mer est liée a

la pression, la température et la salinité par une équation d'état

p=ppTS) 24)
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de forme analytique complexe. Deux équations complémentaires expriment la conservation de
la chaleur et de la salinité. A partir de la conservation de 1'entropie, on peut établir 1'équation
approchée pour la température :

dr dp

pC, -al

+V.h=(0 (2.5)
dr dr

ou Cp est la chaleur spécifique, ¢ = - d [01)] le coefficient d'expansion thermique et & le flux
P P

N

de chaleur dii a la diffusion moléculaire et a l'absorption de radiation. Les effets de la
compressibilité dans (5) interviennent principalement a grande profondeur, mais ils peuvent
eétre pris en compte par I'introduction de la température potentielle & (température qu’aurait

une particule d’eau si elle était amenée adiabatiquement a la surface). En remplagant dans (5),

ona
T aea
C, -~ +V.h=0 (2.6)
) P dr
La conservation de la salinité est donnée par
pd“S +V.S=0 2.7
dt

ou S est le flux de densité de sel (masse/unité de surface et de temps) provenant de sources
extérieures : évaporation, pluie et diffusion. La diffusion moléculaire est faible et peut souvent
etre négligée. On notera que la diffusivité de la salinité est 100 fois plus faible que celle de la
température, ce qui donne lieu a divers phénomenes de petite échelle (doigts de sel, double
diffusion).

En combinant (3), (6) et (7), la conservation de la densité potentielle s’écrit

P v.m (2.8)
dr

ou m représente le flux de densité potentielle.

2.2 Approximation de Boussinesq

Dans l'océan, la densité @ varie principalement avec la profondeur, mais de moins de
2%. Certains mouvements ne sont pas influencés par les changements de @ (ex : ondes de
surface). D'autres peuvent étre analysés simplement en considérant un océan a 2 couches de
densité constante, avec interface a la thermocline. Lorsqu'on doit tenir compte plus

précisément de la stratification, on applique le plus souvent l'approximation de Boussinesq,

qui simplifie quelque peu les équations. Cette approximation est aussi utilisée pour
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l'atmosphere. Soit un état de référence au repos de densité constante p, (e.g. la densité
moyenne) en l'absence de forces extérieures. On a alors

0,0, +0,8=0 (2.9)
qui exprime 1'équilibre hydrostatique : la pression varie linéairement avec la profondeur. Si

I'on soustrait (9) de (3), on trouve
du A N
p(7+2QAu)-pg+Vp=0 (2.10)
t

avec p=p-p,, p=p-p,.Comme p varie tres peu, on peut remplacer @ par p, partout,
excepté dans le terme pg, ce qui donne :

au  ony,. P8, VP _ @2.11)
dt Po  Po

On introduit souvent la poussée par unité de volume b en posant

ba-PE (2.12)
(&2
ce qui fait que (11) s’écrit
du

—+2QAu-l;e%+@=0 (2.13)
dt - P

ou e; est le vecteur vertical unitaire. Notons que l;e3 agit comme une force de rappel en
milieu stable, vu que si une particule est déplacée de sa position d'équilibre, la force de
poussée tend a l'y ramener.

A Tinterface océan-atmosphere dont la position est spécifiée par 7(x,,x,,t), la
condition aux limites cinématique exprime qu’en l’absence de déferlement, une particule
située a l'interface doit y rester. Si x; —1(x,,x,,) =0 est 1'équation de l'interface, on a alors:

d
E(%"?):O en x; =1

ou, par définition,

%n=u3 enx,="n (2.14)

La condition aux limites dynamique exprime le fait que la pression ne peut varier a l'interface

qu'en raison des effets de la tension superficielle, négligeables a grande échelle, ce qui donne
p=p‘enx,=1n (2.15)
ou p“ est la pression atmosphérique a l'interface. Au fond la vitesse normale a une paroi

solide doit s’annuler
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un=0en x, =-h(x,x,) (2.16)
ou & est la profondeur.
Pour les mouvements de petite amplitude, on peut exprimer les conditions aux limites

non linéaires (14) et (15) en fonction des conditions en x3 = 0 (surface libre non perturbée)
par un développement en série de Taylor. A l'ordre un en les perturbations, on a, dans
I'approximation de Boussinesq, et en négligeant la tension superficielle,

0.1 =u,(0)

p,(0)+13,p,(0)+...+ p(0) +...= p*(0)
ou encore, en utilisant la relation hydrostatique (9) et en négligeant les variations de pression
atmosphérique, en x3 = 0

0,1 = u,

P=P8n=0 (2.17)

Ces équations seront utilisées par la suite en omettant les chapeaux, comme c'est I'usage.
Il faudra cependant se rappeler que, dans l'approximation de Boussinesq, g est I'écart de la

densité par rapport a p, et p 1'€cart de la pression par rapport a p,. 1l est utile de considérer le

bilan énergétique de 1’océan. Pour cela, on utilise 1’identité vectorielle
u.u
WAU= u.Vu-V(T)

et on multiplie (11) par u, ce qui donne

ﬁt(éu.u)+u.V(£+éu.u)+£gu3 =u.F (2.18)

Py b

dg

ou, en remplacant u, par T et en utilisant (8) et la condition d’incompressibilité
t

1 1
&,(Epou.u +0g&)+ V. ulp+ Epou.u +pg&)|=pu.F - gEV.m (2.19)

Le taux de variation de la densité d’énergie cinétique plus potentielle est équilibré par la
divergence du flux d’énergie et le travail des forces extérieures et des forces de friction. Soit
un élément de volume dV. En intégrant sur le volume de 1’océan et en utilisant le théoreme

de la divergence, on obtient la relation
1 1
d, fff(zpou.u +pg&)dV ff u(p + Epou.u +pg&).ndS = fff(p(,u.F -g&V.m)dv
\4 S \4

ou S est la surface libre de I’océan. En équilibre stationnaire, le taux de transfert de 1’énergie a

travers 1’'interface air-mer est égal au taux de production et de dissipation a l’intérieur de
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I’océan. L’apport d’énergie intervient essentiellement a grande échelle spatiale (celle du vent)
et la dissipation a 1’échelle moléculaire. Il y a donc d’importants transferts d’énergie des
grandes aux petites échelles par les mouvements océaniques. En état stationnaire, non forcé et

non dissipatif, la fonction de Bernoulli est conservée le long du mouvement

uNV(@p+ épou.u +p0g&)=0 (2.20)

2.2 Les équations primitives

Pour représenter les phénomenes a 1’échelle planétaire, on doit travailler en coordonnées
sphériques (A, 6, r) ou A est la longitude, 6 la latitude et r = a + z la distance au centre
de la terre, a étant le rayon moyen. Nous utiliserons ici une forme 1égerement simplifiée
ou a est constant. Nous négligerons en outre la composante horizontale du vecteur
rotation, ce qui est valable pour pratiquement tous les cas traité ici (voir Pedlosky 1987).
Cela revient a poser 22 = (0, 0, f) avec f = 2 2 sin6, ou f est le parametre de Coriolis. Si

(u,v,w) sont les composantes de la vitesse, on a dans I’approximation de Boussinesq

Lra
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Qdi-(f+—“t3”e)v+lﬂ+—_1 — n=F, {2i21)
t a cosO

d—"+(f'+—”‘a“9)u+ﬂ+l—8 n=F 259
dt a a a 0= e (2.22)

&P

dw _u2 +v2

it = +az1t+p—0:Fz (2.23)
d
—p+V.m =0
dt (2.7)
1 (dru+dg (vcosB)) + 9, w +2%=o (2.24)
a cosO
avec
d-3+—U _5,+¥p
=0 ;“+—(6+Wa 2.25
dt a cosf a ‘ ( )
ol T = p/p,.

25

Ces équations peuvent étre simplifiées en faisant /'approximation hydrostatique, qui est

presque toujours valable a grande échelle. Pour cela, on fait I'analyse dimensionnelle des
équations ci-dessus, en introduisant I'échelle verticale H du mouvement (H < h, profondeur),

I'échelle de vitesse horizontale U et I'échelle de vitesse verticale W. Pour les mouvements grande

échelle, on a

N s % g i "
O0=3<<1 (rapport d'aspect)

gl s

ou L est I’échelle horizontale du mouvement et 7 son échelle temporelle. On définit
également R, = U/fL (nombre de Rossby), le rapport entre les termes d’advection
nonlinéaire et le terme de Coriolis. Sauf pour les petites échelles, on a R, <<1. Si les
mouvement varient au cours du temps, d/dt est dominé par d, et le nombre de Rossby est
également défini par R, = 1/fT. La circulation océanique varie a grande échelle et basse
fréquence, et on a le plus souvent R, << /. On pourrait de méme définir I’importance de
la dissipation. Cependant, celle-ci est généralement faible et ne sera considérée
qu’ultérieurement.

L’analyse dimensionnelle se fait soit en non-dimensionalisant les équations qu’on
développe ensuite en fonction des petits parametres, soit en comparant 1’ordre de

grandeur des différents termes, en utilisant
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les termes successifs de (21), (22) sont de l'ordre

U TU* OW, U UW .P

T'L’ H ,(f+atan9)U, a L
ol P est I'échelle de ®. D'autre part, les termes de I'équation d'incompressibilité (24) sont
d'ordre

W
¥'a

| b

e

N Y
L

o=

Vu H << a, le dernier terme est négligeable et on a que W est au plus d'ordre UH/L. Dés lors, &
l'ordre le plus bas en I'un ou l'autre des petits paramétres (qui sont considérés étre d'un ordre &
comparable) il y a équilibre géostrophique dans (21) et (22), c'est a dire que seul le terme de

gradient de pression peut balancer l'accélération de Coriolis :

fy +—1 0, R"=0
a cosf

Luw=
fu+aae1t 0 (2.26)

L'équilibre géostrophique ne donne qu'une relation diagnostique en la vitesse et la pression, et on
doit en général garder les termes d'ordre supérieur dans (21) et (22). Examinons alors

I'équation (23) pour la vitesse verticale. Les différents termes sont d'ordre

el

WU U2 p EP
H

’ ’ ’ »
L a o

En remplagant W par au plus UH/L et P par UfL, on a

<UH U’H U2 UL Pg
\LT' Lz )a’ H ’po

ou, en divisant par UfL/H.

2 2 pgH
<0 Ry,<d R"'l'ponL
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Les deux premiers termes sont donc négligeables (2éme ordre au plus), et a l'ordre zéro on a
I'équilibre hydrostatique :

32n+-§~¥=0
po (2.27)

Cette relation est presque toujours adoptée a priori pour les mouvements & grande échelle.

En combinant (27) avec l'équilibre géostrophique (26), on trouve la "relation du vent
thermique*

fo,u=—L8—3gp

Pod

(2.28)

fo,v=—= 3p
Po acosb

qui lie le cisaillement vertical du courant horizontal au gradient vertical de pression. La
relation est utilisée dans la « méthode dynamique » pour estimer le courant a partir de
mesures de densité. Notons que les termes uw/a, vw/a et 2 w/a dans (21) — (24) sont

négligeables. Le systeme d’équation se réduit donc aux « équations primitives »

du (g utanBy, |1 dyrm=F, (2.29)
dt 3 a cosB
u tanf 1 o

SdL‘t’+(f+ ) u+dem=Fy (2.30)
an+p—g=o

Po (2.27)
dp _
E«rV.m-o (2.7)
—1 (9 u+0dg(vcos)) + 9, w=0 (2.31)
a cosB

avec

49+ 9 +¥9,wo
B O ey UGN (2.32)

Ces équations sont utilisées dans les modéles de circulation océanique générale (GCM), avec
I'équation d'état et une équation séparé pour T et S a la place de (7).

Cependant, pour les études analytiques et certaines études numériques, on utilise des
systémes d'équations plus simples, fonctions de |'‘échelle des mouvements que l'on veut
représenter.
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3. COUCHES LIMITES OCEANIQUES

La couche superficislle jous un réle essentiel dans le maintient de la circulation
océanigua, puisque l'océan regoil son énergie mécanique et thermique en surface, au contraire
de I'aimosphére qui est largement chaufide par le bas.

L'énergie ast tranamise par la tansion da vent at les échanges de chaleur. Le vent
engendre une mer da vent el maintient le plus souvent u.|]a structure turbulenta blen mélangée
dans la coucha superficislle. On s'intéresse, ici aux grandes échelles de tamps el d'espace.
Comma l'écoulement est turbulent dans la couche superficielle, on sépare les différents champs
en une partie movenna et une partie fluctuante : u =0 + ', aves U' = 0, Considérens la
guantité de mouvement herzantale moyenne, On a

B+ EVIT +uVu, -f G +-L 3, F=vV i .
Pe 1343

(@ + V)i + 0. Vuy +f ﬁ?+#—3;ﬁ-v?1ﬁ
o

ol uw',Vu, est la tension turbulente de Reynolds qui représente I'sHat des fluctuations

turbulantes, des ondes et des mouvemanits & paiite dchalle.

Comme la turbulence de la couche bien mélangée est forcés par le vent et les flux de
chaleur, I'échelle de variation des propriélés statistiques des fluctuations est celle des
variables aimosphériques, qui est maximum vers 4-5000 km dans les latitudes tempérées. Il y
a peu d'énergie aux échslles inférieures & 100 km, et par conséquent le taux de variation
horizontale des tensions de Reynolds est beaucoup plus petit que son taux de variation verticala
(lypiquement 80 m), Comme le flux vertical de quantité de mouvement esl beaucoup plus grand
que les lensions visquauses, | | &8 réduit &

OAENT-1 T+ LaF=-duwpu=Las 34

D+uV T+ o+l Bhp=-Buu=1314
Pa Po

oil Uy u:h=-51—'1:§. est la tension turbulente par unité de masse ot ol on a wilisé la relation
LH]

dincompressibilité pour remplacer u.V u, par V.(u' uy) . On introduit souvent une viscosité
turbulente vy (x3) . par anzlogie avec I'équation de Naviers-Stokes, en définissani

¥a 03 T = - U3 (3.3)
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La condition aux limites de surface asl qua la lension soit conlinua, ca gui antraina

=Ty ol Pa 103 Ua = 1Ta enxy=10 '[3."1'1

ol T ast [2 tension due au vent,

3.1 Couche d’Ekman de surface

Considérons tout d'abord comme Ekman (1908) le cas simple d'un milisu homogine

forcé par un vent horizontalement uniforme. Les effets de 'advection sont nagligeables et on a

diu-fup=L 37
Po

(3.3)
a._'l.];-l-ftll :I-]L'a]_'tll

Bves
T = Ty en X1 =0 (3.6}
oll Uy représents désarmals |s courant & grande achalle

On suppese, en accord avee les observations, que les tensions turbulentes de cisalllement
sont nulles en dessaus d'une cartaine profondeur d. Cn définit s transocrt d'Ekman
Ug= [, tadxs (8.7}
En imtégrant, on trouve
U -fUs=7:/ps
e Uz + U, =1t2/pe {3.8)

Ces dquations montrent que le transport horizontal est indépendant de la répartition verticals
des tenslons turbulentes. Dans le cas stationnaire, le transport d'Ekman est & droite du vent
{Hémisph. nord), et il eat Inversament proporfionnel & f. Dans le cas variable, on a un courant
d'Ekman et, en plus, des oscillations d'inertie. En effct, si on pose
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.
=
) A
Zal;+ill, , T=H*1T3 -
Pa !;||
| o A
on oblient r\\
\"I
HE+ifZ=T ',

SiZm0ant=0,0nm: |

™
5 "j; Tiz) efie1) gy ' ,f"/

Feajic bire o wes
'jj' I-Ju'lr"cr-u-i:.l-
Pour un vent constant salon &y (T2 =10) , on trouve

E=1;—T'f-tl-a"'ﬂ} 1 E:.=Eﬂ;sim ; U2=F;—"lf—{1¢wm (9.9)
o o= [+]

En réalité, les tensions wrbulentes ne sont pas nulles au fond de la couche de mélange et
il y a une friction horizontale, 11 en résulte un amotissement das ondes dinertie. Si le vent

resta constant, elles disperaissent aprés un certain temps et il ne reste que le transport
d'Ekman :

3

Ui=o ; Ur= (3.10)

=
¥
—

Spirale d'Ckman  Pour aveir le profil des vilesses, il faut spécifier vy (x3) . Ekman a

choisi le cas le plus simple, vy =¥ = conslante, Le systeme d équations se réduit &

1w = v (3.11)
Pao

VRS
PV Oyl =Tg €0 X3=0 {3.12)

Dans la cas stationnaire, on trouve (soclution bomde en x5 =-+ ), si [a tansion de venl asl

criantée selon Xy (T3 =0),

T(1-1) ekl (3.13)
PaVIVE £k

mFiug =

ol h, = ﬁ est la profondeur d'Ekman. Le courant décrit une spirale avec la profondeur.
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it
faty
ol i B

Un profil différent peut &tre obtenu & partir d'un aulre choix de  (x3) . Il est bon de notsr gue,
si le profil dEkman n'a pas €té vérifié précisément, le transport d Ekman (70) est en parfait
accord avec les observations (Fig. 3.3). La rotation observée du vecteur courant suggére une
viscosité turbulents élevée prés de la surface, ol linfluence de la mer de venl se fail sentr.
Cependant, elle na paut ére expliquée gu'en tenant compte de la stratification et des varialions
temporelles de la profondeur de la couche bien mélangée. On notera que la rolation du veeleur
courant a é1é dgalement chservée sous la glace de mer, qui s2 déplace dans una direction

légérement & droite du vent dans I'hémisphére nord, en accord qualllall avec la théore
d'Ekman. '

o
B[ '__,_,_'-'-"'-
Temperature (C) 0 o
) B 10 4 =!ﬂl [ e
W I =] £ [ N
t -
IU T L) E o hiopirpees X = E‘
( s
A
i
e | b, -
£ = 3
£ 1&g - | =
H {
= 1 s}
0 [ |I !
| |
Ll f | | Fig 4.4 {a) Vertical distritution of temperatore and salinity at 50°N., L45*W. in epsly
Saplembrar, 1977, The solid loes ace before a storm and the dotsed Boes are after
J || & atarm, which depict the vertical mixing above the seasonal thermocling, The
W - I - main thermeclins, o pronoclice in this asea is between 110 m and 180 m depsh.

(&) Thme-averaged velodity for = 25 day swmmer period sl ac open ocean ste
a2 B - ¥ southwest of Bermuda. Current meter measared velocity |2 seforenced to 70 m.
{a} Eﬂlini‘r'l' ﬂﬂfw:l The topmaat dashed vertor is the time-averaged wind atress (Price et al., 1986),
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3.2 Couche d’Ekman sur le fond

La couche d’Ekman sur le fond se traite de maniere semblable, mais les conditions aux

limites sont différentes : on impose que la vitesse u est nulle sur le fond en x; =0 et égale la
vitesse géostrophique loin du fond, u =u, lorsque x; — . La friction turbulente introduit
donc une composante agéostrophique de la vitesse d’autant plus importance qu’on se
rapproche du fond. Considérons le cas simple d’un fluide de densité constante et supposons
que la viscosité turbulente v est constante. En conditions stationnaires, on a, loin du fond

1
fugZ = _&]p
0

0

1
fug] == (92p
0

0

Les équations

1
-fu, +—(9,p=v<932u,
0

1
fu, +p—§2p=v§32u2

0

peuvent alors s’écrire
2
—f(uy, —u,,)=vi;u,
2
S, —u,,)=vd;u,

avec u =0 en x,; =0. Comme précédemment, on cherche la solution pour u, + iu,, qui vaut

u, +iuy =(u,, +iuy, ) -exp- \/%)%) (3.14)

et satisfait bien aux deux conditions aux limites (voir les figures de Pedloski 1987). Pres du
fond, la force de Coriolis équilibre la force de friction turbulente. Celle-ci diffuse donc la
vorticité planétaire de 1’écoulement.

La tension exercée par le fond s’obtient aisément car on a

Vhpo (u,, +iu,)  (3.15)

fo'g(rj +it5)dx, = -(15(0) + it5(0)) =vp,d,(u, + iu2)|0 =—(1+1)
0 e
ou h, =(2v/f)""? est la profondeur d’Ekman. On voit que la tension exercée par le fond est
proportionnelle a u, mais qu’elle dépend de £, et donc de v. Au contraire de la couche de
surface, la couche d’Ekman de fond dépend du détail des processus turbulents et sa

aramétrisation dans les modeles dépend de v qui est mal connu ; c’est donc un parametre
trisat d I deles d dd t mal ’est d t
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relativement ajustable. La raison fondamentale de cette différence est que la tension
turbulente est imposée par le vent en surface, tandis que pres du fond c’est la vitesse

géostrophique qui est prescrite et la tension de fond calculée a partir de celle-ci.

A z/s¢

u/U

w

2+ v/U

1) 1 1 ! 1 ! 1 1 1 1 1 I
2 4 6 .8

o
Y

Figure 4.3.2  The profile of the velocity component « in the direction of the geostro-
phic velocity U, and of the velocity v at right angles to U. The vertical coordinate is
the distance from the solid surface measured in units of the Ekman-layer thickness
65 .

Figure 413 The velocity vactar withi the Exman layer. The hacus of the Gp ol 1
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Lorsque la tension de vent ou la vitesse géostrophique pres du fond n’est pas
uniforme, la non-homogénéité du transport d’Ekman engendre une convergence ou une

divergence des courants agéostrophiques et une vitesse verticale. Le cas de la couche de
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surface sera traité dans le chapitre 4. Considérons la couche de fond. En intégrant I’équation

de continuité d.u, =0 du fond en x; =0 au sommet de la couche d’Ekman, on obtient

fé)a(uea + Mga) dx3 =—Up;

Ek
ou u,, est la vitesse verticale juste au-dessus de la couche d’Ekman (c’est donc une vitesse
géostrophique). Si on néglige la petite divergence du transport géostrophique dans la couche

d’Ekman (vu son épaisseur limitée), on obtient

gy = P, (G(TH(0) ] f) = 3, (T} (0)/ f)) (3.16)

La friction du fond induit donc une vitesse verticale au bord de la couche
d’Ekman égale au rotationel de la tension de fond divisée par f. Comme la plupart
des modeles océaniques n’ont pas une résolution verticale suffisante pour
représenter explicitement la couche d’Ekman de fond, cette relation permet de

représenter son effet. Si la viscosité turbulente est constante, on trouve en utilisant

(15) pour f constant
h
MB3 = ?e g (3.17)

ol C, est la vorticité de I'écoulement géostrophique prés du fond. La paramétrisation

est simple, mais elle dépend de la profondeur d’Ekman et donc du détail (mal connu)
des processus turbulents. Ces résultats peuvent se généraliser au cas stratifié non-
homogene (Pedlosky 1987).



